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Einleitung. 



Die vorliegende Arbeit hat sich zur Aufgabe gestellt, 
die Differentialgleichungen für den Gleichgewichtszustand 
einer isotropen elastischen Platte abzuleiten, die als gerader 
Cylinder angesehen werden kann, dessen Höhe im Vergleich 
zu den Querdimensionen klein ist. Auf die Mantelfläche 
sowie Begrenzungsebenen der Platte sollen gegebene Kräfte 
von beliebiger Grösse und Richtung wirken und ausserdem 
das Innere derselben der Einwirkung der Schwerkraft unter- 
worfen sein. Es wird aber nur eine solche Gleichgewichts- 
lage betrachtet werden, bei der die elastischen Verschie- 
bungen sehr klein ausfallen, wozu erforderlich ist, dass die 
gegebenen Druckkräfte eine bestimmte Grösse nicht über- 
schreiten. Ueber das Gleichgewicht und die Schwingungen 
elastischer Platten haben , abgesehen von älteren Autoren, 
hauptsächlich Kirchhoff, Gehring und Clebsch Unter- 
suchungen angestellt. Dieselben sind jedoch von der An- 
nahme ausgegangen, dass die Dicke der Platte unendlich 
klein und nur die Mantelfläche von Druckkräften ergriffen 
sei. Im § 39 seines Lehrbuches »Theorie der Elasticität 
fester Körper c behandelt Clebsch allerdings einen Fall 
des Gleichgewichts, bei dem er die Dicke als endlich an- 
nimmt; indessen macht er daselbst die weitere Voraussetzung, 



dass die in Richtung der Achse wirkenden elastischen 
Kräfte auch im Jnnern der Platte verschwinden. 

Den im Folgenden angestellten Rechnungen ist die 
Methode des Herrn Prof. Dr. Pochhammer zu Grunde 
gelegt worden, welche derselbe in seinem Werke »Unter- 
suchungen über das Gleichgewicht des elastischen Stabes t 
(Kiel 1879, Abschnitt I) angewendet hat. Dort wird ge- 
zeigt, wie die Bedingung, dass beim Stabe die ^eine Dimen- 
sion über die beiden anderen vorwaltet, von Anfang an 
in die Rechnung eingeführt, eine Eintheilung der in Frage 
kommenden Grössen in verschiedene Ordnungen ermöglicht, 
wodurch die allgemeinen Gleichungen in eine grössere An- 
zahl erheblich einfacherer zerfallen. In analoger Weise 
sollen hier die Differentialgleichungen abgeleitet werden, 
welche für das Gleichgewicht der Platte gelten, unter Be- 
nutzung des Umstandes , dass der Begriff der Platte ein 
Ueberwiegen zweier Dimensionen über die dritte bedingt. 



§1 

Eintheilung der zu betrachtenden Werthe nach 

Grössenordnnngen. 

Zunächst ist über die Lage des Coordinatensystems 
eine Wahl zu treffen. Dasselbe soll so gelegt werden, 
dass die z - Achse parallel zur Achse der Platte ist 
und die xy -Ebene mit der Mittelebene derselben zusammen- 
fällt. Giebt man der Platte eine horizontale Lage, so fällt 
die Richtung der Schwerkraft in die der negativen z-Achse 
und die Componenten Xo Yo Zo der äusseren Massenkraft 
werden : 

Xq '::^ Yq m O, Ljq zu — P 

indem man durch F die Beschleunigung der Schwerkraft 
bezeichnet. 

Sämmtliche Punkte im Innern der Platte haben den 
bekannten Bedingungen des Gleichgewichts zu genügen: 
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In diesen Gleichungen bedeutet D die anfängliche 
constante Dichtigkeit, während a und b die Elasticitätscon- 
stanten des isotropen Mediums und g, 7/, g die Verrückungen 
eines Theilchens mit den ursprünglichen Coordinaten x,y,zsind. 

Zu den obigen Gleichungen treten Oberflächenbedin- 
gungen, die den beim Stabe geltenden analog sind. Die 
Gleichungen der Begrenzungsebenen seien z =: -|- c und 
z = — c, die Richtungswinkel der nach aussen gerichteten 
Normale irgend eines Oberflächenelements ^, ^, v und die 
Componenten der äusseren Druckkräfte bezogen auf die 
Flächeneinheit X, Y, Z ; dann ist an der Mantelfläche cos fi 
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sin l und v =: ~, während an den Begrenzungsebenen 



Jt 



^zz: [i z=z - und cos V — 4: 1 ist. Di,e Oberflächenbedin- 
gungen werden also für dig Maptelfläche 

Xx cosA -f- Yx cos// zzi X 

(3.) < Xy COS>l -f- Yy COSfl Z=Z Y 

Xz cosjl -j- Yz cosfi zu Z 
und ftir die Endflächen 

(4.) Xz = ±X, Yz = + Y, Zz—±Z 
wo das positive Vorzeichen für. die Ebene z = -f c und 
das negative für die Ebene z = — c gilt. 
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Für die folgenden Betrachtungen macht man dem Be- 
griff der Platte gemäss die Voraussetzung, dass, wenn der 
kleinste Durchmesser, welcher in einem beliebigen Punkte 
eines zur z- Achse senkrechten Querschnitts gezogen werden 

Q 

kann, mit 2 1 bezeichnet wird, das Verhältniss -r eine kleine 

Grösse sei. Man bemerke , dass diese Voraussetzung für 
Punkte in der Nähe des Randes nicht mehr zulässig ist, 
da sich hier Durchmesser zieTien lassen, welche von der Ord- 
nung der Grösse c sind. Da nun die folgenden Rechnungen 
wesentlich auf der genannten Voraussetzung beruhen, so soll 
die ganze Randpartie der Platte soweit von der Betrachtung 
ausgeschlossen werden, dass das Angegebene nicht statt- 
finden kann. Das Folgende wird sich also nur auf solche 
Punkte der Platte beziehen, welche hinlänglich weit vom 
Rande der Platte entfernt sind. Wählt man die Längen- 
einheit von der Ordnung der Grösse 1, so kann man kurz 
c als kleine Grösse betrachten. Es werden jetzt sämmt- 
liche in Frage kommenden Werthe in Bezug auf c nach 
ihren Grössenordnungen ^ingetheilt, indem man die Ord- 
nung von c^ als die nte und die von — als die -nte be- 

Cn 

zeichnet. Man erkennt, dass z von derselben Grössenord- 
nung wie c ist, während x, y als in keiner Beziehung zu c 
stehend zur Ordnung o gehören. Der letzteren Ordnung 
sind aus demselben Grunde die Grössen a, b, D, T, cos JL, 
cos/i, cost' beizurechnen, sowie die äusseren Druckkräfte 
X, Y, Z, da sie auf die Flächeneinheit bezogen sind. 

« 

Das Problem, die Differentialgleichungen für die unbe- 
kannten Verschiebungen g, rj, ^ zu ermitteln ^ soll nun der- 
artig in Angriff genommen werden, dass man |, rj, g in 
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Bezug auf jene Ordnungen in verschiedene Summanden 
zerlegt und für letztere Gleichungen ableitet. Macht man 
die Annahme, dass die Unbekannten §, ?;, ^ nach z entwickelt 
werden können, wozu man durch die Kleinheit der Grösse 
z und die Stetigkeit des Vorganges berechtigt ist, so haben 
die einzelnen Glieder dieser Reihen die Form Am z°^, wo 
Am von z unabhängig ist. Hieraus ergiebt sich, dass durch 
Differentiation der verschiedenen Summanden von ^ rj ^ 
nach z die Ordnung derselben um i erniedrigt wird, wäh- 
rend die Differentiation nach x und y auf die Ordnung 
keinen Einfluss hat. Es sollen nun auch die elastischen Kräfte : 

Xx, Xy, Yy, Xz , Yz, Zz 

in ihre der Ordnung nach verschiedenen Bestandtheile zer- 
legt werden. Eine einfache Ueberlegung zeigt, dass die 
.Ordnungen der Anfangsterme der 3 Kräfte Xx, Xy, Yy im 
Allgemeinen die gleichen sein müssen, da letztere Kräfte 
sich in Bezug auf die z-Achse vollständig gleich verhalten. 
Bezeichnet man diese gemeinschaftliche Ordnung durch n, 
so ist: 

Xx zr Xx, (n) -f- Xx,(n-|-i) -]-••• 
(5.) { ^y = ^y^W + Xy,(n4-i) +... 

Yy = Yy,(n) -f Yy,(n+l) +... 

ZU setzen, wenn durch Xx,(,/) Xy,(„) Yy^(y) die Bestandtheile 
vter Ordnung der betreffenden Componenten zusammenge- 
fasst werden. Es soll indessen hierdurch nicht der Fall 
ausgeschlossen werden, dass gewisse der obengenannten 
Grössen Xx, (n), Xy^(n), Yy, (n) etc. den Werth o annehmen. 
Analog schliesst man, dass die Ordnungen der Anfangs- 
glieder von X,5 und Yz im Allgemeinen einander gleich 
sind. Indem man durch n' diese Ordnung sowie durch n" 
die Ordnung des Anfangsterms von Zz bezeichnet, entstehen 
die Gleichungen: 
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Xz — Xz,(n') -f- X»,(n'-f i) -f- . . . 

(6.) { Yz uz Yz.(n') 4- Yz,(n'+i)-f ... 

Zz = Zz,(n") + Zz,(n''4-l) + . . . 

Werden die Werthe (5) und (6) in das Gleichungssy- 
stem (i) eingesetzt, so spaltet sich dasselbe in mehrere 
Systeme von Gleichungen von der Beschaffenheit, dass jede 
einzelne Gleichung nur Summanden von gleicher Grössen- 
ordnung enthält. Dies folgt aus der Erwägung, dass sich 
nur Glieder derselben Ordnung gegenseitig aufheben können. 
Man gelangt hierdurch zu Systemen von je drei zu (i) ana- 
logen Differentialgleichungen zwischen je sechs Werthen 
Xx,(^), Xy,(^), Yy^(^), Xz,(v-f 0' Yz^(»'+i),Z2,(„-j-2),und zwar kommen 
bei jeder einzelnen Gruppe deshalb die betreffenden Be- 
standtheile von Xx, Xy, Yy, zusammen mit denjenigen Be- 
standtheilen Xz, Yz, die der nächstfolgenden Ordnung an- 
gehören, und mit dem Bestandtheil der um 2 höheren Ord- 
nung von Zz vor, weil die Differentiation nach z die Ord- 
nung um I erniedrigt. Diese Gleichungssysteme haben die 
Form : 

dXx,M dXy,M dXz,(r+l) _^ 



dx "^ dy "^ dz 

d Yx,M dYy,(0 dYz,(,.+i) _ ^ 



dx "^ dy dz 

dZx,(r+i) , d Zy,(r+i) , dZz.(r+2) _ / O 



dx ' dy 

Die rechte Seite der letzten Gleichung ist gleich D T für 
i;— _i, da alsdann auch links Grössen oter Ordnung 
stehen ; für jeden anderen Werth von v ist dieselbe gleich o. 
Gleichzeitig zerlegt sich jede der Oberflächenbedin- 
gungen (3.) und (4.) in eine Reihe von verschiedenen 
Gleichungen. Da die rechten Seiten von (3.) und (4.) 



12 

säm'mtlich von der oten Ordnung sind, so müssen die links 
stehenden Terme, welche zu einer beliebigen anderen als 
der oten Ordnung gehören, stets für sich die Summe 
Null haben. 

In dem obigen Systeme von Gleichungen werde zu- 
nächst v:rzn gesetzt, wodurch man die Beziehungen zwischen 
Xx,(n), Xy^ (n), Yy, (n), den Bestandtheilen beträchtlichster Ord- 
nung von Xx , Xy , Yy , und den Grössen Xx,(n+i) Yz,(n+i) 
Zz,(n-|-2) erhält. Diese Gleichungen in Verbindung mit den 
zugehörigen Oberflächenbedingungen führen zu dem Schlüsse, 
dass n> — 2 ist. In der That würden für n< — 2 die sechs 
Ausdrücke : 

Xx,(n), Xy,(n), Yy,(n), Xz,(n-(-l); Yz,(n-)-l), Zz,(n-|-2) 

sämmtlich von negativer Grössenordnung sein und daher für 
dieselben aus den Gleichungen (3.) und (4.), deren rechte 
Seiten die Ordnung Null haben, die Grenzbedingungen: 

Xx,(n) cosA 4- Yx,(n) COS// n: o 

Xy,(n) COßA -f- Yy;(n) COS// Z= O 
Xz,(n+l)COS^ 4- Yz,(n-|-l)COS// HH O 

längs der Mantelfläche, sowie: 

Xz, (n-fl) = O, Yz, (n+i) =0, Zz, (n-f2) = O 

für z=: + ^ folgen. Diesen Differentialgleichungen und 
Grenzbedingungen kann man aber durch die Werthe : . 

Xx,(n) = Xy,(„) = Yy,(n) = Xz,(n+i) = Yz,(n+i) = Zz,(n+2)=::: Q 

genügen, wodurch die nächstfolgende Gruppe diejenige 
wird, welche die Anfangsglieder von Xx, Xy, Yy liefert. 
Die alleinige Möglichkeit dieser Lösung ergiebt sich daraus, 
dass elastische Kräfte nur in Folge gegebener äusserer 
Kräfte auftreten können. Wie man aber aus dem Vorher- 
gehenden ersieht , kommen für n <; — 2 weder äussere 
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Druckkräfte noch die Schwerkraft zur Anwendung. Die 
Bedingungen des Problems erfordern also niemals eine be- 
trächtlichere Grössenordnung für die Componenten Xx, Xy, 
Yy als die — 2 te. Demgemäss kann in (5.) für n die 
Zahl — 2 substituirt werden, jedoch in dem Sinne, dass 
die Ausdrücke Xx,(— 2), Xy^(_2), Yy,(-_2)» in gewissen Fällen 
auch der Null gleich sein können. 

Um nun auch die Anfangsordnung n' der Kräfte Xz, 
Yz, zu ermitteln, setze man die Werthe Xz,(w) ^z,{,u) , wobei 
fK^ — I genommen werden soll, in die beiden ersten Glei- 
chungen ^(i.) ein. Dann ergeben sich die Relationen: 

dXz^) _dYz^)__ ^ 
dz dz 

da in den eben erwähnten Gleichungen die Differentialquo- 
tienten von Xx, Xy, Yy (wegen n> — 2) eine höhere Ord- 
nung als die obigen Differentialquotienten haben. Die 
Ausdrücke Xz,(^a), ^z,{f4) ergeben sich also als Funktionen 
von X, y allein, welche gleich Null sein müssen, da nach 
(4.) die einer negativen Ordnung angehörigen Bestandtheile 
von Xz, Yz für zi=: + ^ verschwinden. Analoge Schlüsse 
gelten für die Componente Zz. Für einen Ausdruck Zz,(^«) 
in welchem fi negativ ist, ergiebt sich aus der 3. Gleichung 
(i.) die Bestimmung: 

dZz,(.«) 



dz 



= o 



da, wie oben gezeigt, die Grössen -r— und -j— keine be- 
trächtlichere Ordnung als die — i te annehmen, der Diffe- 

dZz. (u) 
rentialquotient V ' dagegen von der — 2 ten oder einer 

niederen Ordnung ist. Mit Hülfe der 3. Gleichung (4.) 
folgert man in bekannter Weise, dass Zz,(^), weil itt<;Q 
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ist, für sämnitliche Punkte der Platte verschwinden muss. 
Somit ist in (6.) 

n' zz: — I, n^' HZ o 

zu setzen. In den specielleren Fällen, wo die Componen- 
ten Xz, Yz, Zz sich auf eine höhere Ordnung reduciren 
(dies tritt hauptsächlich ein, wenn Xx, Xy, Yy eine höhere 
Ordnung als die — 2te annehmen), verschwinden die Anfangs- 
glieder Xz,(-_i), Yz,(— i), Zz,(o) der rechten Seiten von (6.), 
Aus den vorstehenden Betrachtungen ergiebt sich, dass 
man die Behandlung des allgemeinen Problems in der Art 
zu versuchen haben wird, dass man die Frage stellt: 

Von welcher Form müssen die Verschiebungen §, ?/, ^ 
sein, damit die Ordnung von Xx, Xy, Yy gleich — 2, 
die von Xz, Yz gleich — i und die von Zz gleich o sei? 

Hierauf soll in den folgenden Paragraphen näher ein- 
gegangen werden. 

Die Schlüsse in Betreff der Grössenordnungen der 
Componenten Xx, Xy, Yy, Yz, Yz, Zz hätte man auch dadurch 
ableiten können, dass man in analoger Weise, wie Herr 
Professor Pochhammer im §11 seines citirten Werkes 
verfährt, die Gleichgewichtsbedingungen des starren Systems 
für Theile der betrachteten Platte aufstellt. Denkt man 
sich die Platte im ursprünglichen Zustande durch eine Cy- 
linderfläche, deren Achse parallel der z - Achse und deren 
Leitcurve in der xyEbene eine beliebige, jedoch ganz inner- 
halb der Umgrenzung der Platte verlaufende Curve ist, in 
2 Theile zerschnitten, so finden nach der Deformation bei 
jedem Theil zwischen den gegebenen Kräften einerseits 
und den längs der Schnittfläche auftretenden inneren Druck- 
kräften andererseits die 6 Gleichgewichtsbedingungen des 
starren Systems statt. Dieselben sollen im Folgenden fiir 
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den äusseren Abschnitt der Platte abgeleitet werden, da 
sie im § V eine Anwendung finden werden. 

Man bezeichne die auf die innere Mantelfläche des 
betreffenden Abschnitts wirkenden Druckcomponenten be- 
zogen auf die Flächeneinheit durch Xn, Yn, Zn, wo der Index 
n die in das Innere des äusseren Theiles gezogene Nor- 
male bedeutet. Nennt man ferner das Bogenelement der 
Leitcurve d , so sind die Componenten der auf das Ele- 
ment dz ds der inneren Mantelfläche wirkenden Kraft: 

— Xjj dz ds, — Y^ dz ds, — Z^ dz ds. 

In Folge dessen liefern die inneren Druckkräfte zu den 3 
Componentensummen des starren Systems die Beiträge: 

— ffy^r. dz ds, -ff^r. dzds, -jf^r. dz dz 

wo die Doppelintegrale über die ganze innere Mantelfläche 
auszudehnen sind. Nach Einführung der Richtungswinkel 
A^ M, iV der Normale n erhält man, Ja '^:==.()o^ ist, die 
bekannten Formeln: 

Xn — X^ cos^ -f- X^ cosM 
(7.) ^ Yn =: Xy cos^ -f- Yy cosM 

Zn = X^ COS^ 4- ^z COSitf 

welche in die obigen Integrale zu substituiren sind. Ausser 
den inneren sind noch die äusseren Druckkräfte und die 
Schwerkraft in Rechnung zu ziehen. Um zunächst erstere 
zu berücksichtigen, nenne man das Element der Randcurve, 
welches die xy Ebene aus der Mantelfläche der Platte 
herausschneidet, da. Nimmt man das Element dz hinzu, 
welches auf da senkrecht steht, so ist da dz ein unendlich 
kleines Rechteck, welches als Element der äusseren Man- 
telfläche anzusehen ist. In diesem greifen die Kräfte X()r,9), 
Y(j:,9), Z(r,9) an, wobei die eingeklammerten Buchstaben ^,9 
bedeuten, dass die Funktionen für x— r, 7=9 zu nehmen 
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sind, welche Bezeichnung ftir die Coordinaten des äusseren- 
Plattentheils eingeführt werden soll, da die Buchstaben x, y 
für die Leitcurve in Anspruch genommen sind. Von der 
äusseren Mantelfläche rühren also die Kräftesummen: 

-f-c -|-c -J-c 

Jdojx (f , 9) dz, J'dojY (f , 9) dz.jdajz (f , t») dz 



— c — c 



her, in welchen die Integration nach o über die ganze 
äussere Randcurve zu erstrecken ist. Indem man analog 
durch X(c), Y(c), Z(c); X(__c), Y(_c). Z(_c) die Werthe der 
Functionen X, Y, Z einerseits für das Argument z= c 
andererseits für das Argument z=: — c bezeichnet, erhält, 
man die auf die Begrenzungsebenen zzz:c und z=: — c 
bezüglichen Ausdrücke: 



jQf (X(,)-fX(^,)) dy dp 

j(jr(^(c)+Z(-c) d? dp 



Die Schwerkraft trägt endlich zu den Componenten paral- 
lel der z — Achse den Werth: 



— 2cDrJjd^ dx) 



bei. In diesem Integral, sowie in den drei vorigen, 
ist die doppelte Integration nach x und 9 über das von der 
Rand- und Leitcurve abgegrenzte Hächenstück der xyEbene 
auszuführen. Die ersten 3 Gleichgewichtsbedingungen des 
starren Systems fordern nun bekanntlich das Verschwinden 
der Componentensummen. Es entstehen also, wenn man 
^ur Abkürzung; 



(8.) 
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go 
ho 



yy (Y(,)-4-Y(_c)) d? d9 
j(y(Z{c)4-Z(-c))d|d9 

J' ds J'x (x,r)) dz 



— C 



gl ■= f ds Jy {%,v,) dz 



+c 



hl =: f ds /"z (f , t») dz— 2 c DiT/y df dr» 



— C 



setzt, die Gleichungen : 



(9.) 



Jf^ 


dz ds = 


-- f«+fi 


fp' 


dz ds :: 


- go+gi 


JJ^ 


dz ds - 


r h,-hhi 



Wie man leicht erkennt, sind die Grössen fo go ho hi ab- 
hängig von der Gestalt und den Dimensionen der Leitcurve. 
Die Grössen fi gi dagegen sind constant. 

Bei der Aufstellung der Drehungsraomente mögen die 
Hebelarme vom Coordinatenanfangspunkt aus gerechnet 
werden. Für die an der Schnittfläche angreifenden Kräfte 
— Xn, — Yn, — Zn sind dann die Hebelarpfie parallel der 
X-, y- und z- Achse resp. gleich x, y, z. Es tragen also 
diese Kräfte zu der Drehung um die x-, y- und z- Achse 
der Reihe nach die Ausdrücke : 
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jQf(yZ„-zY„) dzds 
jQf{zX^-xZ,)dz ds 
jfy(xY„-yX„)dz ds 



bei. Die in Folge der Deformation auftretenden Aende- 
rungen der Hebelarme sind hierbei allerdings vernachlässigt. 
Jedoch geben diese mit den Kräften multiplicirt nur zu 
Produkten Veranlassung, welche die zweite Dimension in 
Bezug auf die neun ersten DifFerentialquotienten von §, ij, C 
nach X, y, z haben und deshalb nicht berücksichtigt zu 
werden brauchen. 

Hinsichtlich der Kräfte, die auf das Element dz da der 
äusseren Mantelfläche wirken, sind die Hebelarme der Reihe 
nach y, 9, z. Diese Kräfte liefern also die Beiträge: 

fdaf[x)Z{jcr)) — zY{ic,r))] dz 

— c 



J'dof [z X (j, 9) - f Z (f , p)] dz 



— c 



/ d^y fe Y (f , 9) - p X (f, 9)] dz. 



— C 



Von dem Flächenstück in der Ebene zr=-f-c rühren, da die 
Hebelarme gleich y, 9, c zu nehmen sind, die Drehungs- 
momente: 

J^y Z^^^ dy dt) -cJJy^o) df dp 
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her und analog von der Begrenzungsebene Zm — c die 
Ausdrücke : 

Jfy) Z(_e) dy dp + ^jfjr^C-c) df dp 

— c /y"X(_e) dj dp — /j(yZ(_^)dfdp 

j[y'(sY(,^,)-pX(_,))djd9 

Endlich erhält man als Beiträge der Schwerkraft zu den 
Drehungsmomenten um die x- und y-Achse: 

— 2cDr //pdy dp 

2cDr /Yydfdp 

Die Integrationsgrenzen sämmtlicher zu den Drehungsmo- 
menten gehörigen Ausdrücke sind dieselben wie die der 
Integrale der Componentensummen. Führt man jetzt zur 
Abkürzung die Werthe : 

f Fo =j(y9(Z(c)+Z(-c)) dfdp 
G. = JJ% (Z(,)-f Z(_,)j dy dp 
Ho = ^fe(Y(.)+Y(^,)) -p (X(,)-f X(_,))] dp dp 

r "^y^^*^ ^(f ^) dz-c/yi;Y[e)-Y(_,))dpdp-2cDrj[j^^ dj dp 

— c 
+c 

(io.)/^i -y^öy? Z(pv)) dz4- c^(X(,)-X(_,))dpd9+2cDr)(yry df d9 

— c 

+c 

— c 

'Fa=:- ydö^*zY(f,9)dz 

— c 



Gi,= ydö|'zX(f,9)dz 



\ 
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ein, so entstehen die weiteren 3 Gleichgewichtsbedingungen, 
wonach die Summe der Drehungsmomente genommen für 
jede Achse verschwinden muss. Diese sind: 



(II.) 



jQf(y Z, - zY„ ) dz ds = F-u+Fi+Fa 
yT(zX,, -xZ^ ) dzds Z3Z Go-fG,-fG, 
jQf (xY, - yX, ) dz ds = Ho+H, 



Die Grössen Fo, Fi, Go, Gi, Ho, sind abhängig von der 
Gestalt und Lage der Leitcurve, F2, G2, Hi dagegen sind 
constant 

Was nun die Grössenordnung der Werthe (8.) und 
(10.) anbelangt, so sind die Indices so gewählt, dass sie 
zugleich die Ordnung der zugehörigen Ausdrücke angeben, 
wie sich ergiebt, wenn man bedenkt, dass der Flächenin- 
halt der inneren und äusseren Mantelfläche die Ordnung i 
und der Flächeninhalt der in den Ebenen z = 4:^ abge- 
grenzten Stücke die Ordnung o hat. Die früher gefundene 
Classification der elastischen Kräfte Xx, Xy, Yz, Xz, Yz, Zz 
nach Grössenordnungen wird also durch die Gleichungen 
(9.) und (11.) mit Hinzuziehung der Werthe (7.) bestätigt. 
Indessen ist zu beachten , dass die Terme o ter Ordnung 
in (8.) und (10.) in ihrer Ordnung erhöht werden, wenn 
man die Leitcurve des Schnittcylinders iu der Nähe des 
Randes der Platte verlaufen lässt, weil dann die in den 
Ebenen z — + c abgeschnittenen Flächenstücke nicht mehr 
von der Ordnung o sind, da der Absland der Leitcurve 
von dem Rande zur Ordnung der Grösse c gehört. Dies 
ist ein weiterer Grund für die Ausschliessung der Rand- 
partie der Platte. In Folge dessen kommen für die in 
dem § IV abgeleiteteten Differentialgleichungen die Bedin- 
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gungen (3.), welche sich auf die Mantelfläche der Platte 
beziehen, nicht zur Anwendung. Zum Ersatz für diese 
werden die Gleichungen (9.) und (11.) eintreten. In der 
That gehören die Vorgänge, welche am Rande auftreten, 
in ein anderes Gebiet, nämlich in die Theorie des Gleich- 
gewichts Qines isotropen elastischen Ringes. 

Schliesslich sei hier eines Umstandes gedacht, der bei 
der Ermittelung der Werthe von §, ij, g in Frage kommt. 
Bekanntlich ist die Gleichgewichtslage eines elastischen 
Körpers, auf den gegebene Kräfte wirken, in eindeutiger 
Weise bestimmt, falls der Körper als starr betrachtet im 
Raum gegeben ist (siehe Clebsch, Elasticitätstheorie § 21). 
Nun werden in den abzuleitenden Werthen von §, 1;, ^ der 
Reihe nach Grössen von der Form : 

«0 + /y — ß^ 

(12.) { ß^ ^ az — yx 
7o + ß^ — «y 

auftreten, wo «oi ßo, 70, «, /?, 7 willkührliche Constanten be- 
deuten, welche sich eben auf die Lage der als starr ange- 
sehenen Platte im Räume beziehen. Da aber im vorliegenden 
Falle nur die elastischen Verschiebungen interessiren, so 
werden überall, wo diese Terme vorkommen, die sechs 
willkührlichen Constanten gleich Null gesetzt werden. 



Die Form der Fanctionen §, rj, ^. 

. Man unterscheide die verschiedenen Theile der Unbe- 
kannten §y 1], g in Bezug auf ihre Grössenordnungen durch 
besondere Buchstaben. Den Gliedern von §, rjy deren Ord- 
nung niedriger, als die — 2te ist, gebe man die Zeichen 
U, V, den Gliedern -2ter und -iter Ordnung dagegen die 
Zeichen Ui, V|. Die Reste von §, ??, welche sämmtliche 
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Die Schreibweise ist so gewählt, dass in den 3 ersten 
Gleichungen die ersten Zeilen die Terme von einer niede- 
ren Ordnung als der -2ten, die zweiten Zeilen die Terme 
-2ter und -iter Ordnung und die letzten Zeilen' die Glieder 
der höheren Ordnungen bedeuten. In ähnlicher Weise sind 
die Ausdrücke für die Kräfte Xy, Xz, Yz geordnet. In 
dem Ausdrucke von Xy umfasst die erste Klammer die 
Glieder, deren Ordnung niedriger als die -2te ist, während 
die ersten Klammern der Werthe von Xz, Yz die Terme 
bezeichnen , die einer niederen Ordnung als der - 1 ten 
angehören. 

Nach der Bedingung, die im vorigen Paragraphen über 
die Anfangsordnung der elastischen Kräfte aufgestellt ist, 
ergeben sich also folgende Gleichungssysteme: 



(14.) 



dV dW 

dy "^ dz 



du r 

dV , , . . rdW , dU 

d7 + ^""-'^^ Vl^ + 

4-(a-2b)(^ 
+ (a-2b) ^ 



dy 

dW 

W 

dW, 

dz 



dz 
dU 



dx 
dV 



)=o 



dx +^)=° 
dx ' dy 







(15) 



dU dV_ 

dy ' dx 

dW ^ d(U+U,) ^ ^ 



dx 



dz 



dW ^ d(V-fVO^^ 



dy 



dz 



Die drei ersten Gleichungen (14.)» welche in Bezug auf die 
Unbekannten •^, ^, -^ homogen sind, liefern, da die 

a a — 2b a — 2b 
a — 2b a a — 2b 
a — 2b a — 2b 

die Gleichungen: 



Determinante 



a 



von Null verschieden ist, 



( dU dV dW 

(•6)( -Är="-^=-dr=*' 

Führt man nämlich die Determinante aus, so erhält man 
4b2 (3a — 4b) als Werth derselben, welcher nur durch das 
Verschwinden der Klammer zu o wird. Dies darf aber nicht 
stattfinden, da eine Relation 3a — 4bzz:0 zwischen den ela- 
stischen Constanten nicht existirt Differentiirt man die 
beiden letzten Gleichungen (15.) nach z, so erhält man, da 
W von z unabhängig ist, die Relationen: 

d^U-f Ui) _ d«(V-f V,) __ 
dz» ~ dz« ~ 

welche wegen der Verschiedenheit der Ordnungen von U, V 
und Ui, Vi in: 

d»U _ d>V _ d>U, _ d^Vi _ 



{ 



(^7) I dz> ~ dz» "" dz> ~ dz» 
zerfallen. Die Functionen U und V haben also mit Berück- 
sichtigung von (16.) die Form: 

(18.) ( U m z g^-j-9i ; V = z f -f f 1 
wo q> und g>\ unbekannte Functionen von y, tp und .^1 da- 
gegen von X allein 'bedeuten. Setzt man diese Werthe 
in die erste Gleichung (15.) ein, so ergiebt sich: 

dy * dy dx dx 

oder: 

fdg> dy\_ /"dy^ dy^\ 

Vdy "^dxj~ V.dy'^dxJ . 

Diese Gleichung gilt für beliebige Werthe von z, also hat 
man zu setzen: 

dy ' dx dy ' dx 

Die Gleichung jp= — 3— kann nur bestehen, falls beide 
Seiten gleich einer und derselben Constanten A sind, da 
die linke Seite nur von y und die rechte nur von x ab- 
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hängt. Dasselbe gilt von der Gleichung -3— = — -3^, nur 

dass man hier beide Seiten gleich einer anderen Constan- 
ten B setzt. Hierdurch enstehen flir <p, (p\ , ip^ fi die Ausdrücke 

9) = Ay -f- Ai , tp = — Ax + Aa 
gpi = By + Bi , tp = ~ Bx -f Bj 

wobei Ai A2 Bi B2 die willkührlichen Integrationsconstan- 

ten bedeuten. Substituirt man die soeben ermittelten 

Werthe in (18.), so folgt: 

U = Ayz -f By -f A^z -f B^ 

V = — Axz — Bx 4- A az -)- B,. 
Da nun U und V Bestandtheile der Verschiebungen § rj 

sind, so kann man nach (12.) die Terme : 

By -f Ai z -f Bi , — Bx -f A2 z -f Ba 
fortlassen. Ferner lässt sich zeigen, dass die Constante Ä 
gleich Null sein muss. Differentiirt man nämlich die zweite 
der Gleichungen (15.) nach y und die dritte nach x, zieht 
hierauf beide von einander ab, so kommt: 

dy dz dx dz 

oder wegen der Verschiedenheit der Ordnungen: 

( dHJ[_d2V^ dnJi^dWi 

(^9-) j d7d^""dxdz' dydz~dxdz 

Setzt man in die erste dor beiden letzten Gleichungen die 

Werthe : 

U = Ayz , V= — Axz 

ein, so erhält man A = — A. 

Hieraus ergiebt sich sofort A=zO, mithinist, das Resul- 
tat der ganzen Untersuchung: 

U = V =z o 
d. h. die Ordnung der Verrückungen §, 7] kann nicht nie- 
driger als die -zweite sein. 

Aus den Gleichungen (16.) schliesst man, dass die 
Function W nur von x und y abhängt. Als solche bezeichne 
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man sie durch H. Nach der Definition von W werden 
durch H die Glieder von g dargestellt, deren Ordnung 
kleiner als die -i te ist. In Folgendem soll jetzt gezeigt 
werden, dass die niedrigste Ordnung die -ßte ist, so dass 
H nur Glieder - 3ter und - 2ter Ordnung umfasst. 

Die Integration der beiden letzten Gleichungen (15.) 
liefert: 

H = -/^ <ly + . <x) 

WO durch die Klammem angedeutet ist, dass q nur von y, 
a nur von x abhängt. In diesen Ausdrücken haben die 
Integrale ausschliesslich die Ordnung -3 und -2, da die zu 

integrirenden Functionen -r- -^ von der -ßten und -2ten 

Ordnung sind und die Integration nach x und y die Ord- 
nung nicht ändert. Eine niedrigere Ordnung vonH als die 
-3te kann daher nur von den unbekannten Functionen q 
und o herrühren. Bezeichnet man also die Glieder der 
-3ten un.d -2ten Ordnung von q und mit qq und o^, die 
der niederen Ordnungen durch qi und ai, so hat man, da 
die beiden Ausdrücke für H gleich sein müssen, die Gleichung: 

indem die Glieder gleicher Grössenordnung einander gleich 

zu setzen sind. Die letzte Gleichung aber erfordert q\ -m o\ 

iziconst. Weil nun die Constanten in den Ausdrücken für 

%y 7]^ 5 weggelassen werden sollen, so ist erwiesen, dass H 

nur Glieder -3ter und -2ter Ordnung umfasst. 

Die Gleichungen: 

dH _ _ düi ^ __ _ dVi 
dx dz ' dy dz 

geben ferner nach z integrirt, für die Functionen Ui und Vi 
Ausdrücke von folgender Art: 
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(20.) 



Ui =1 P — z 
Vx = Q - z 



dH 
dx 
dH 
dy 



wo P und Q unbekannte Functionen von x, y bedeuten. 
Diese Ausdrücke genügen auch, wie man leicht erkennt, 
den Gleichungen (17.) und (19.). 

In den vorstehenden Rechnungen sind alle Gleichungen 
der Systeme (14.), (15.) gebraucht worden, mit Ausnahme 
der 4. Gleichung (14.) Dieselbe liefert eine Bestimmung 
für Wi, wenn man für Ui und Vi die in (20.) ermittelten 
Werthe einsetzt, wodurch die besagte Gleichung die Form 
erhält : 



dWi a— 20/^(3« H d^H 



dz ~" a Vdx« ' dy» 

Integrirt man, so kommt: 

-2b/'d3H d^H 
a V dx2 + 



)'-'-^(§+§)- 
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•){ W^ = 



) 



a— 2b rdP dQ 
a Vdx ' dy 



)z+H, 



dy^ J 2 a Vdx 

wo Hl eine unbekannte Function von x, y bedeutet. Hier- 
mit sind sämmtliche Glieder negativer Grössenordnung von 
§, Tj, £ und ausserdem der Term oter Ordnung von ^ auf 
unbekannte Functionen von x y zurückgeführt worden. 
Werden dieselben zusammengefasst, so erhält man das 
Gleichungssystem : 

»^ »» T-k dH 

U-fU, = P— z 



(22.) 



V4-V, = Q -z 



dx 
dH 
dy 



W+W.= H+^(« + ^,«)4 



^^(S+af)^+H. 



Was nun die Ordnung der Functionen H, P, Q, Hi anbelangt, 
so ist bereits gefunden, dass H nur Terme der -3ten und 



.^••*i* 



" ' ■ ■ ^ I 



* "^ ' 



U 71 



„aXi 



VCZL 
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(24-) ' 






a Vdx» ' dy* 
a-2b rdP , dQ-v , „ . 

Die Aufgabe besteht also jetzt darin, die unbekannten 
Funktionen H, P, Q, Hi zu ermitteln und die Restglieder u, 
V, w mit genügender Annäherung zu berechnen. 



§ IIL 
Discttssion der erhaltenen Resultate. 

Bevor an die am Ende des vorigen Paragraphen gestellte 
Aufgabe herangegangen wird, sollen die in den Gleichun- 
gen (23.) (24.) gefundenen ersten Annäherungen auf ihre 
mechanische Bedeutung untersucht werden. Wenn man 
die im Innern wirkenden elastischen Maximaldrucke 

[/Xx^+Yx^ + Zx^ und |/Xy2+Yy2 + Zy2 auf 2 Ord- 
nungen genau berechnen will, so hat man nur nöthig, die 
beiden niedrigsten Ordnungen der Kräfte Xx, Xy, Yy zu 
berücksichtigen und die anderen Kräfte Zx, Zy verschwinden 
zu lassen, denn die Terme der Ordnungen -4 und -3 in 
den Radicanden rühren nur von den negativen Ordnungen 
der Kräfte Xx, Xy, Yy her. Man erhält also in erster 
Annäherung: 
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I 



X, 



(25) • 






Xy 
Xz 



dP 
.dx 

4b,. ..rdQ 
dy 

dP dQ 
dy "^dx 



d^H 
dx» 

d»H 



\ , 2b , ^, /'dQ d*H^ 



a 
2b 



=.( 



— 2Z 



dy 
d^H 
dxdy 



(a 



dy 



d» 






) 



= Yz = o 



natürlich mit Ausnahme der Fälle, in denen sich Xx, Xy, 
Yy auf eine höhere Ordnung als die -2te reduciren. 

Nach dem Princip der Superposition, welches wqgen 
der linearen Beschaffenheit der Functionen H, P, Q anwend- 
bar ist, kann man sich die mechanische Bedeutung dieser 
Functionen erklären, wenn immer nur eine der drei Functi- 
onen als von Null verschieden angenommen wird. Es wird 
gezeigt werden, dass H eine Biegung, P und Q Ausdeh- 
nungen der Platte in Richtung der x- und y- Achse vorstel- 
len. Nimmt man von jeder der 3 Verschiebungen g, tj, g 
die zwei niedrigsten Grössenordnungen, so erhält man nach 
(24.) die Ausdrücke 



(26.) 



s 


— p- 


dH 
-^dx 


V 

s 


— H 


dH 
"dy 



welche zeigen, dass die Ordnung von C, im Allgemeinen 
um I niedriger ist als die von § und ri. Es sei zunächst 
H von Null verschieden, dagegen P — Q =z o, dann erhält man 



dH 



^d7'S=" 



Für die anfänglich in der xy Ebene liegenden Theilchen ist 
z = o, also sind auch ihre Verschiebungen § zur] = o. Es 
tritt nur eine Verschiebung in Richtung der z-Achse ein. 
Die Grösse derselben ist 
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g=: H 
Diese Gleichung stellt eine Fläche dar und zwar diejenige, 
in welche die Mittelebene nach der Deformation überge- 
gangen ist. Um über die Verschiebung der Theilchen, 
welche ausserhalb der Mittelebene liegen, einen Aufschluss 
zu erhalten, betrachte man diejenigen, welche im anfäng- 
lichen Zustande auf einer zur Mittelebene senkrechten Ge- 
raden lagen. Zu diesem Zweck hat man den Coordinaten 
X, y constante Werthe beizulegen und nur z variabel zu 
nehmen. Durch diese Festsetzung wird £ constant, dagegen § 
und 1] variabel. Bezeichnet man die nach der Biegung eintreten- 
den Coordinaten durch x' y' z' , so dass x' = x-f. §, y' :ri y -f ^, 
z'z=z4-gist, so erhältman durch Substitution der Werthe vong,?;,^ 

x' = X— z-p-, y' =z y — z — r- z' i=: z-f-H 
dx dy» 

Eliminirt man z mit Hülfe der 3. Gleichung, so erhält man: 

. , dH , . TTv y I dH ^- 

x'-x + — (z'-H) = o ', y—y + ^ (z'-H) = o. 

Da X y und somit auch H, -3-, j- constant sind, * so stellen 

die obigen Gleichungen eine gerade Linie dar. Es sind 
also die Theilchen der betrachteten Geraden auch nach 
der Deformation auf einer Geraden geblieben. Von dieser 
Geraden lässt sich noch eine interessante Eigenschaft an- 
geben. Ihre Form zeigt, dass sie eine Normale zur Fläche 
gzzH ist. 

Beachtet man , dass der Krümmungsradius der Curve, 

die durch den Schnitt einer zur x zEbene parallelen Ebene 

d^H 

dx* 
mit der Fläche S=:H entsteht, gleich ^ -— == — r . ist, 

(■+[5];)'' 

welcher Ausdruck sich auf -^ reducirt, da y^j gegen 
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die Einheit zu vernachlässigen ist und ebenso, dass der 
Krümmungsradius der Schnittcurve einer zur yzEbene pa- 

d*H 
rallelen Ebene aus demselben Grunde gleich -r-^ ist, so 

sieht man, dass, wenn die Krümmungsradien mit q\ resp. Q2 
bezeichnet werden, die Kräfte X^, Yy sich schreiben lassen. 

Xx :=^ -z(^(a-b)(>, +^(a-2b)(>, ) 

Diese letzten Gleichungen sind hauptsächlich deswegen 
hingeschrieben, weil sie die Analogie der eben in Betreff 
der Function H erhaltenen Resultate mit den von der 
Function g in dem Werke des Herrn Prof. Pochhammer 
angegebenen Eigenschaften, die unverkennbar ist und des- 
halb^ nicht besonders angegeben zu werden braucht, noch 
mehr hervortreten lassen. 

Es soll jetzt die Annahme gemacht werden, dass P 
von Null verschieden, dagen Hr=Q=zO sei; demnach er- 

giebt sich: 

g = P, ^ 1= o, S = o. 

Alle Theilchen, die auf einer zur x- Achse parallelen Gera- 
den liegen, bleiben also auf derselben. Die Platte wird 
mithin nur in Richtung der x- Achse ausgezogen resp. zu- 
sammengezogen. Zugleich erkennt man, dass dieser Aus- 
zug für alle Punkte, die dasselbe x und y haben, gleich 
gross ist d. h, eine zur xy Ebene senkrechte Gerade wird 
nur parallel mit sich selbst in Richtung der x- Achse ver- 
schoben. Nimmt man also eine Ebene senkrecht zur 
X Achse, so wird dieselbe nach der Deformation in eine 
Cylinderfläche übergehen, deren Gleichung 

X' zr: X -f P(x, y) 
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ist, wie man leicht sieht. Hier bedeuten x' y' die Coor- 
dinaten der Cylinderfläche, in welche die Ebene xmconst. 
übergegangen ist. In derselben Weise erkennt man, dass 
Avenn Q von Null verschieden und H=iPziiO ist, hierdurch 
ein Auszug der Platte in Richtung dier y-Achse darge- 
stellt wird, indem sämmtliche Punkte eine der y- Achse 
parallele Bewegung ausführen. Eine Ebene y=::Const. geht 

in eine Cylinderfläche 

y' = y -f Q(x',y) 
über, die der entsprechenden Gleichung für den Auszug in 
der X-Achse analog ist. 

Betrachtet man die beiden ersten Gleichungen (23.), 
so sieht man, dass in den angenäherten Werthen Xx und 
Yy, die in (25.) angegeben sind, nicht nur die Ausdrücke 
(26.), sondern auch das Glied Wi der Verschiebung ^ ent- 
halten ist. Aus den Gleichungen (26 ) würden für Xx und 
Yy die Werthe 

folgen, die sich von (25.) durch die Werthe der Constan- 
ten unterscheiden und weniger genau sind. Der Beitrag, 
den Wi zu den Werthen Xx und Yy in (25.) liefert, rührt 

von dem Gliede 

2L— 2h rdm d2H\z2 a--2b /-dP dQ\ 
a ye^ "^ dy^J 2" ~ a ^dx "^ dy J ^ 
her, welches die Contraction (im positiv, wie im negativ. 
Sinne) in Richtung der z- Achse darstellt, die zu der Biegung 
sowie zu der Ausdehnung der Platte stets hinzutritt. 
Dieser Ausdruck muss zu dem Werthe ^ in (26.) hinzuge- 
fügt werden, damit die Kraft Zz gleich Null wird, wenn 
man die Restglieder u, v, w vernachlässigt. Denkt man 






sich die Platte in eine Schaar von Fasern, die der z- Achse 
parallel gehen, zerlegt, so darf nach der angegebenen 
Näherungsrechnung, welche die Terme u, y, w, ausschliesst, 
nur eine seitliche elastische Wechselwirkung zwischen den 
einzeintn Fasern, welche parallel der xyEbene gerichtet ist, 
statthaben, indem alle elastischen Kräfte, die eine Compo- 
nente in Richtung der z- Achse liefern würden, dieselbe 
nach dem Vorigen nicht besitzen können. Dieses Ver- 
schwinden der z-Componenten setzt Clebsch bekanntlich 
™ § 39 seines Lehrbuches voraus, wo er das Gleichgewicht 
einer elastischen Platte von endlicher Dicke behandelt, 



§ IV. 

Die Terme höherer Ordnung der Verschiebungen §, tj, ^ 

nnd Aufstellung der Diflferentialgleichungen für die 

unbekannten Funktionen von (xy). 

Was zunächst die Verschiebungen §, rj anbetrifft, so 
sind die Glieder negativer Grössenordnung in § II ermittelt. 
Zur Berechnung der Glieder höherer Ordnung hat man 
auf die beiden ersten Gleichungen (i.) 

dXx , dYx , dZx ^ 
dx ^ dy ^ dz 

dXy d^ dZy 

dx "^ dy ^ dz 

zurückzugehen. Man trenne von den Gliedern u und v 
die Terme uo,i, vo,i und bezeichne den Rest durch U, S5, 
ndem man mit Uo,i» vo,i die Glieder oter und iter Ordnung 



y 
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bezeichnet. Darauf substituire man die Werthe (23.) in die 
obigen Gleichungen, wodurch man erhält: 



4b 



dap 



dsH 



a ^^-^^ ( d^ - - dx3 



)+ 



2b 



dx2 
i-d>iP 



+(a- 



:b)(! 



dxdy 



+ 



a 
d'^w 



(a- 



V. dy^ dx <^y dx dy^ 



dxdz 

+ 



h- 



:b) ( 



Ü9^ 

dx dy 



d^U 
dx* 



+ (a-2b) 



d^H 
dxdy2 

d^gs 



) + 



dxdy 



+ 



dm . d'' 



Uo.i I d«Vo,i 



d'iS 
dxd\ 



) + 



b{a— 2b 



( 



d»H d»H 

"T 



dx* ^ dx dy 



dy" ' dxdyj "^ l^dy« + 
^ b(a- 2b) ^d'P d^Q X 

'■) a l^dx« "T" dx dy J "'■ 



dX.i , . dm , , d='w_ 



( 



4- 



d^ däQ 
dxdy ■ dxä 
4b 



dz^ ' dz^ 

A'iU A2 u 

dxMy" dxdy ' 



dxdz 
d^ Von 



dx2 J ^ V 



dm d3» 

r 



) 



("-') ( d? - ^ d^) + T (^--^^) ( 



d2p 



b(a— 20)/- d3H 



H 



+ - 



d^_Uüa 
dxdy 

d3H 



d2w 



( d^H daH\ 
dxMy"^ dyä'J 



dxdy 

d'3J , , , , 
dydzj ■ -d^+(^-^^) 

b (a-~ 2b) /- d^P d2Q\ 
^ Vdxdy ^ dy V+ 



dxdy dx2 



dx^dy. 



)+ 



d?»i8 



+ b -n^ + b 



dz' 



a 
d2w 
dydz 



dm 
dxdy 

d* Von 
dz2 



o. 



Zieht man den Satz zur Hülfe, dass in einer Gleichung, 
deren rechte Seite Null ist, die Summe der Terme gleicher 
Grössenordnung für sich verschwinden mu^s, so erhält man 
durch Absonderung der -2ten und -iten Ordnung die Glei- 
chungen : 

d2 u,^ _ 3a--2b ^d^H . d3H \ _ 3a— 2b d^P d^P 
dz'^ a 



(27.) 



_ 2(a-b) d^Q 
a dxdy 
d^ Vo,i _ ^a— 2b 
dz2 ~" a' 

2(a— b) d^P 
a dxdy ' 



i^dx^ "^ dx dy V 



dx2 



dy2 



V clx2 d; 



d3H 
dyä 



1 -^^\ 



3a- 2b d2Q d2Q 



dys 



dx2 
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Die ütMigeo Glieder, welche die höheren Ordnui^en 
umfassen, setzen sidk zu den Gleichungen: 

■ dy* ^ dy- • dz» 



(28.) 



2 



\ 



^ dx» ^ dx» ^ dz« 



zusammen. Die Gleichungen (27.) lassen sich sofort inte- 
griren und geben: 

_ 32L—2b /dm dm \z^ 3 a~2b z»d«P z» d«P 



(29) ^ 



a 2 dx* 2 d>'- 
_^^z,_d52 . ,T . Pv ^3a-2b/d3H d3HXz3 

3a~2b z* d^ z» d»Q a-b . dV 

Hier bedeuten Li, Pi, Mi, Qi unbekannte Functionen von 
x,y, von denen Li, Mi aus Gliedern -iter und oter Ordnung, 
Pif Qi dagegen aus Gliedern oter und -iter Ordnung zu- 
sammengesetzt sind. Die Werthe von uo,i und Vo,i geben 
jezt das Mittel, die Glieder oter und -iter Ordnung der 
Kräfte Xz und Yz vollständig anzugeben. Dieselben sind, 
wenn man auf die Formeln (23) zurückgeht: 

^ 4b , , , /d»H , d^H \z> , , dH, 4b, ,, d^P 

Xz(— , .) zz — (a— b) I -r— - + , , , I f- b ^-^ -- — (a— b) 2 -5—^ 

^ '^^ a ^ ^ Vdx3^dxdy2/2 ' dx a ^ ' dx^ 

^ d2P b , ,^, d2Q . , , 

— b z 3-^ (3a-4b) z ^ + b L, 

-. 4b, us/'^'H , d3H\z^ , .dHi 4b, ,, d^Q 

Yz(-.0 = - (a-b) (^^ + ^^j- +b-^---(a--b)z_^^ 

, d2Q b , ^^ d^P , ^ ^^ 

-*^^-d^-ä(3--4^)^d^+^^- 

Nach den Gleichungen (4) sollen diese Kräfte in den 
Ebenen z == + c die Werthe + X und + Y annehmen. 



(30.) < 



37 

Setzt man also in die letzten Ausdrücke z^^^c^ so erhält 
man 4 Gleichungen, aus denen sich 4 Funktionen bestimmen 
lassen. Durch Subtraction der so gewonnenen Gleichungen 
entstehen, indem sich die mit geraden Potenzen von c be- 
hafteten Glieder fortheben, die Differentialgleichungen: 

& (a_b, ?^ + b S!E + i (3a-4b) ^=- ?«+2fa) 
a ^ Mx2 ' dy* ^ a ^^ ^ dxdy 2c > 

a ^^ ^^ dy^ + ^ dx« + a ^^^ ^^^ dxdy " 2c 

Zur Bestimmung der durch die Integration dieser Gleichun- 
gen auftretenden willkürlichen Constanten müssen Neben- 
bedingungen abgeleitet werden. Letztere sollen jedoch erst 
im § V behandelt werden, ebenso die Nebenbedingungen 
für alle ferneren Differentialgleichungen. 

Werden die obigen Werthe der Kräfte Xz(— 1,0)1 Yz(— i,o) 
in den Ebenen z =^ + ^ paarweise addirt, wobei sich 
die mit ungeraden Potenzen von c versehenen Glieder auf- 
heben, so ergeben sich für Li, Mi Ausdrücke folgender Art; 

L — 2(b-a)cYd^H d^H \ dH^ X(c) — X(~ c) 
' a Vdx^"^dxdyV dx + 2b 

2(b-a)cY dm d3H\ dH, Y^c)-Y(-c) 
*"" a Vdx^dy '^ dyaj dy "^ 2 b 

Die Werthe Li, Mj sind also keine selbstständigen 
Functionen, da sie sich vollständig durch H und Hi aus- 
drücken lassen. 

Es ist nicht unwichtig zu bemerken, dass die Gleichungen 
(30) sich auf die Form: 

-r-g- 4- -T-2 = bekannter Function (x, y) 

bringen lassen.. Wenn man zur Abkürzung: 

dP dQ 

^-d^ + d7 

dP dO 

if? = — 

dy dx 



(3I-) 
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setzt, so erhält man aus {30.) für go und ip die Gleichungen : 

a dx ' dy 2c 

4^(a~b)^ — b^ = — Xi±tX(:if)- 
a dy dx 2c 

Differentiirt man die erste Gleichung nach x, die zweite 
nach y, und addirt beide, so ergiebt sich für gp die Glei- 
chung : 

d [X(c)+X(- c)] d [Y(c)-f Y(-c)] 
ds^p d2^_ dx "^ dy 

dx'^ +dy2~" 8bc 



a 



(a-b) 



Differentiirt man dagegen die erste Gleichung nach y, 
die zweite nach x und subtrahirt die zweite von der ersten, 
so kommt für ip die Gleichung: 

d»«, d^«, d [Y(c)+Y(-c)] d [X(c)+X(-c)] 

d^+-d^= ^ z—-^' -• 

2bc 

Man hat somit für jp und }f; die gewünschte Gleichungs- 
form erhalten. Integrirt man, so folgen für (p und ip die 
Ausdrücke : 

gp zu fi (x, y) ; f — (2 (x, y) 
wo fi und {2 , abgesehen von willkührlichen Integrations- 
grössen, die durch Nebenbedingungen bestimmt werden 
müssen, bekannte Functionen von x,y sind. Mit Benutzung 
der obigen Werthe von gp und ip ergeben sich hieraus für 
P und Q die Gleichungen: 

d^P d2P_ dfi d^ 

dx2 "^ dy2 "~ dx "^ dy 

d^Q . d^Q^df, _df, 

dx2 ' dy2 dy dx • 

welche in der That die obengenannte Form haben. 

Zur Berechnung der Glieder i ter und 2 ter Ordnung 
von g hat man die 3. Gleichung (i) zu benutzen. Man be- 
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zeichne mit Wi,2 die Terme iter und 2ter Ordnung und 
mit 3ß den Rest von £, dann erhält man durch Substitution 
der Werthe (23) : 

b(a— 2bV d*H d*H \ z" (a— 2b) r d^P . d^Q \ d^Ht 

a V. dx* "^ dx^dy V 2 a Vdx» "•" dx«dy J ^^ ~dx^ 

"*" dx-i "•" dx'' "+■ dx dz "f" dxdz "*" a VdxMy""'" 
d*H\z^ b(a-2b) /- d»P d-m d'H. d^wt,a d^iffi 

dy* Jz a Vdxdy-'' ' dy^y "*" dy« "^ dys "r dy« 

+ ^ -d>rdz- + '^ dy-d^ + (^-''^-d^rdi- + -djTdz' J +("-'''\d^z 

' dydzj ' dz« ' dz« 

Nimmt man die Glieder — i ter und oter Ordnung heraus 

und setzt ihre Summe gleich Null, so entsteht bei passender 

Anordnung die Gleichung: 

dVi,2 _ b(a— 2 b) rd»P d^P_ d^_ daQ \ _ b(a— 2 b) 
dz* ~ a Vdxi'" ' dxdy2"^dxMy • dyä J ^ a 

Vdx* "•" dx^dy''"'" dy V 2 l, dx'' "•" dy^J ^ '\ dxdz 

+ w) + ^'•- 

Zwischen den übrig bleibenden Gliedern gilt die Be- 
ziehung: 

(^"•"^ V d.^ + d>^J + ^ l-d^- + -d7^ " j + 

[ Hd^'^dj^J+^"dz-^^°' 

Das Integral der ersten Gleichung ist sofort auszu- 
führen und giebt: 

_ b(a-2b) y-d^P d3P d»Q d»Qx z» 

"^ ~ a V.dx8 "^ dxdyü "^ dxädy "*" dyä J 6 

b(a-2b) /- d*H d*H d*H \ z* /-d^Hi d^A 

(33) ^ a Vdx* "^ ^dxSdyä"'" dy* J24 " i^ dx» "*" dyj ) 

3» 



(32.) 



4C 



Die Grössen Ni jmi r^ snti uncekannte durch 

rrmzngetüTHaKBe: F'jncricileü tch xy. Die Ord- 
ergiect acii mir Lefchri^^ksit «t^ der Letzten 
Qacimni^. Ferner hat rrran nacn. • zc in ; :;. zu setzen : 

f-H d*H 



ti+ 



ji 



-*■ '1 r t- ■'■^ 



) 



-o^ — zn ä :r+rL 



{ 



i 



i=P 



^::P 



^4 






)f-i 












) 



iL,, 






Hülfe der GLearnrun^cen. * ic und ^>. lassen ach 
jetzt Se Glieder orer und : jer Oninung^ ler iCrxi Z- dar- 
stpllen. Man Ilic oanrlich: 



Zi.,^ 3z *a — 2b 



t 



»* -L)»-« 



♦ r 



•-12t 



) 



a V--. 



i 



SeLir man die bezil^ucrrea \\ erdte efn , so hat 



narrr .jf^ei^Tneter z^usanmrenjtehiu^i^ 






i 



::P 


















) 



zbii— b. 



-P)--i1»;-.:^)--it-t) 



Tli — bl 



5a 

rsw dv 






) 



EXxch Einfunrung: der bekancrKn Abkrürrungszeichea 
-I** .1** 

J =^ -j—^-^T^ und Scbsdcidca der Werthe vcn Lr. M: ans 
3r.\ folgt: 

a y^osL cy ^w 



■*T> 



«JJH 



2fa ■ h — a.1 






-fr 



Vc— Y 



» \ 



c\- 



) 



C>ieser Wertii soil in den Ebeaea z . ^ c die Werthe 
— Z annehmen- Sufacrahirt rrrart die so encstebendea Glei- 
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chungen, so erlangt man eine Differentialgleichung zur Be- 
Stimmung von H, weil sich die Functioti Hi aus dem Aus- 
druck von Zz(5,,) ganz fortgehoben hat. Dieselbe lautet: 

^^" == 8b(£b)73 [z(c) + Z(_c)-2cDr+c (^(X(c)- 



(35.) 



X(-c))-t-|^(Y(c)-Y(-c)))]. 



Addirt man die beiden Gleichungen, so findet man 
den Werth von Ni ausgedrückt durch P, Q, Pi, Qi, nämlich: 

dx "' ' dy 

Z(c)-Z(_c^. 



(36.) 



N. = ^^^ö(i.^+l.g) + ,(g+^)+ 



In dem Vorigen sind di^ Verschiebungen §, t] bis auf 
die Ordnung i und C, bis auf die Ordnung 2 berechnet, 
jedoch sind in diesen Ausdrücken noch die unbekannten 
Functionen Hi, P], Qi, H2 enthalten. Um auch fiir diese 
Differentialgleichungen herzustellen, ist es nöthig, noch 
höhere Ordnungen der Verschiebungen §, tj, C zu berechnen. 
Dies geschieht durch Abtrennung der 2 nächsten Ordnungen 
aus den Gleichungen (28.) und (33.), wodurch Gleichungen 
von der Form: 



d^U2>3 

dz2 



— a 



(37.) 



, d^V2>3 __ 

D — r— — = — a 
dz2 



d^Up,! 
dx2 

+ 

dy2 



— b 



d*_Uoa 
dy« 



(a~b) ( 



d^ Vo,i 
dxdy 



d^wi, 



a 



) 



+ 



dxclz 

_b -^'^ 
dx2" 

d2 (Wi,2) 



^^-*^) l d^^ 



dy 



dydz 



) 



d* W3,4 _ 



(38.) { 



dz3 



= — b 



( 



( 



dx2 



+ 



d^ Wi,. 
dy* 



)- 



(a-b) 



u. 



d« 



dx dz 



2)3 



+ 



d^ V2 ,3 

dy dz 



) 



^»jnn. rii^ -r:c-r*^rxZi«:ctT^ -^'rrnrerr xler'drr^T? in 'ecle der 



eine EnrvVi^'^'.r'g ttcl ^ 7. ^ r^i-iri i •±!rriirreir "a^rri . in der 
■5e 0:.ef5c5eni*rr: -irre ^i.-: — -^ F^ntirfcnec ~':r xj sacc. In 



F 'inrTTCcien Tic t. }' "veriec freies iur-iir ir»'£'erer:cra^lei- 
chung'Tti leün. rEi*rZs verieü. 5£«± i r virr«*r',^^ecce Func- 
dccen :r:ir:iiik,^fjiirt. Encem r:.i:r üe" errre ^e irs^eier auf- 
efnarLderrcu^-^^ric-ra Zriirtj^i^eü irer Krifre Xc. V^.Z^ ii den 



In sJIer: An'verrti -innren i-fr Tze-r'St Trir£ es 'edocfa 
ruir njitri^ ^5efn, iie \ erschieccri^et ^ -j. C cls auf iie Ord- 
'ZJlxl'Z ' z:>i ber^:ninen^ £i i: iiesj^:'* rx~e iie irnep^a Druck- 
krTirre eis auf iie rce C**^i-jni^ rerucksicjrf ^r scrc. Es ge- 
^•tnü'^en einer uie ^erunoeneü: V. ertne vre uu.~- ^i^ • wi^ 



unc cie *^ziie*uer n.'ter^fr y ^^r." i^^-^ ^^^. sci_-?n nur 
ermitreir wemen* wie sfe ir: n-n verscnie^ienen Ordnungen 
der Krane X^. Vi. Z:: vrrkec^-nen. nm flr cie nt>:a übrigen 
uncekaruiren FunnVcen K:. F.. t> r^"nerendai!C*'cich:ai^en 
an^eiren r.; i-rcnen. L*?:e runcn!»rn rt^ rst rei cieser An- 
näherjj::^ nicht menr En Betracht :m :necten^ via sie in wi^ 
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nicht mit z multiplicirt vorkommt und tiur Grössen iter und 
2ter Ordnung umfasst. 

Es sollen zunächst die Summanden iter und 2ter Ord- 
nung der Kräfte X^ und Yz ermittelt werden. Dieselben 
sind : 

^ ' dx ' dz 

dwi,2 , , dV2,3 



Yz(.„) :zz b ^:y'' + b 



dy ' dz * 

Setzt man hierin für —^ und —r^ ihre Werthe aus 
(37.), so kommt: 

X,,,,., = ^^^-»^ -'J'^^ -^/^ <^-'-^) 

V,,.., = (3b . a)i^L^ _ a/iiy^ a. - b/ % ^ -<.-b) 

Hier bedeuten L2 und M2 unbekannte Functionen von 
X, y, welche durch die einmalige Integration hinzutreten. 
Nach (33.) hat man: 



Substituirt man diesen Werth, so wird: 



V , , _ 2b-ar b(a-2b) /-d^ d» -\ b(a-2b) 

d ^^u bz2 d .„ , dN, , dHä-| ,b. . , /•d»Uo„ , 

, /• d^Uo,! j I 2b /• d^v,,,! , , - 
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Die Summe der 3 Integralausdrücke ist aber: 

— (2b— 3a I z^ -3— JH— ^—p z3 — — — — . , , , 

a ^ V 24a dx3 6a dx* . 6 dx^dy^ 3 a 

:^ 1 ?! ^ r z ^"i _b f3^?^z^-^ JH- ^^-^^ 
IxMy ' 2 dx* "" dx'^ J V 24a dxdy^ 6a 



dxMy ' 2 dx* dx'^y V 24a dxdy' 

d*P ^3 d^p a— b , d^Q , z2 d^Li , d^P^ \ , 2b 



dx^dy^ 6 dy^ 3a dxdy«^ 2 dy^ dy 






( 



z- 
3a— 2b^^ d» „ 3a— 2b 3_d^ _z3 d4Q a—b ^ d^P 



./H— ^^ — z^ 



24a dxdy^ ^ 6a dxMy 6 dx^dy 3a dx^dy* 

"■ 2 dxdy dxdy/ 

Denkt man sich diesen Werth oben eingesetzt, so hat 
man den ganzen Ausdruck von Xz, (,,s). Derselbe inuss 
■ nach (4..) für z =: + c den Werth Null annehmen, weil X 
nur die Ordnung o hat. Zieht man beide so entstehenden. 
Gleichungen von einander ab, wobei man zu beachten hat, 
dass sich die mit geraden Potenzen von c behafteten Glieder 
fortheben, so entsteht die Gleichung: 



6a« 



u ,/ d« „ , d2 ^^ \ , 2b— a dN, b, . 
V dx^* ^ dxdy ^ / ' a dx a ^ 



■3a) 



^ pa— 2b d*P I- d«P a— b d^Q \ b d^P, 

^' V 6a dx* "'" 6 dy2dx2+ 3a dxMyJ + a ^^ ^^''^ dx»" 
3 /' 3a-2b d^P , 2. d*P a— b d*Q \ _ ^1 _ 2b 
"T^' V 6a dxMy!» i" 6 dy* "'' "33" dxdyäj ~ ^ dy*' ~ T 
/K ^ 3^ 3a-2b d*Q 1 d*Q , a-b d*P ^ , 2b 

^ö— a^c^— ^^^ d^»'*'6 dxMy^" 3a dx^dy^J"*" a ^''-^^ ^^ 

d^Qi 

= o. 



dxdy 
Wenn man hierin nach (36.) 

(2b-a)(b-a)Q|,zfP + ^f^Q) + ^^ 



2b- a dNj _ 2bcä,_j^ _^ ,^ ^^ f ^^ at> 1 ^^ .«^^ 1 b(2b— a) 



dx a« ' Vdx'-' dxdy 

/"daP. , d^QA , 2b— a d „ ,v n 

setzt, so kommen ausser den unbekannten Functionen P| 
und Q\ nur noch die als bekannt anzusehenden Functionen 
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P, Q und die äussere Druckkraft Z vor. Ordnet man die 
obige Gleichung, so erhält man : 

4b (a— b) d» P, , ^ d^Pi , b , ^: düQ, bc» , 

^-^ :,- + b ^ + — (3 a - 4b) -^^. = ^ (20a2 - 44ab 



dx' 



dy' 



dxdy 

. „, d*P , bc\ d*P 

24 b^) ^n:j + ^-,- (2 1 a2 - 44 ao + 24b«) 



dx* ' 6a« 



6a2 

bcäd*P bc» 



dx»dy2 ' 6 dy 



(I9a2_44ab + 24bä) --^- JQ+ ^^ ^^Z(c)_Z(-c)) 



dxdy 



2a 



oder: 



(39) 



4b 



d»Pi 



(Sa- 



6b)( 



dx» 
d-' 
dx« 



JP4- 



d«Pi 
dy 
d« 



(a-b) r__i+b^ + ^(3a-4b)^;-zr:r^{a-b) 



dx dy 
2b— a d .^ V .X 



d2Qi __ 2b c» 
"dy— 3a 

bcV d^ ^^ d2 
"6"Vdy2 



4Q ) + !^'fc.P 



dxdy 



^q) 



2a 



Zur vollständigen Bestimmung von Pi und Qi muss 
noch eine Differentialgleichung für dieselben abgeleitet 
werden. Dieselbe ergiebt sich aus dem Ausdruck der 
Glieder iter und 2ter Ordnung der Kraft Y^: 



(2b — a) 



dy 



/ 



dy« 
d« Uo„ 



dz — b 



/ 



dx2 



dz — (a— b) 



dx dy 



dz -f M2. 



Man kann sich die Rechnung bedeutend erleichtern, 
wenn man bedenkt, dass Yz (,,,) von Xz,(,,2) sich nur dadurch 
unterscheidet, dass u an Stelle von v, x an Stelle von y, 
L2 an Stelle von M2 und umgekehrt getreten ist Aehn- 
liches gilt für die Ausdrücke Uo,i, vo,i. Der eine kann aus 
dem anderen durch Vertauschung von x mit y, P mit Q, 
Pi mit Qi und Li mit Mi erhalten werden. Die gesuchte 
2. Differentialgleichung für Pi, Qi wird also aus der ersten 
entstehen, wenn man die angegebenen Vertauschungen vgr-* 
nimmt. Man erhält so: 
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(40.) 



— (a—b) 
a ' dx 



d-0, . , d-^Q, , b ^, d^P. 2b c^ , 

1^+b J^+T^3a-4b)3^=:-,(a. 



dxdy 

d» 



(5--^*^) W^Q+ didy^^J + ^ Id^ ^Q 



d2 



dy- 

+ ^' d1^ (Z(c)-Z(-c)). 



dxdy 



JP 



b) 

) 



2a 



Die Art der Verknüpfung der Functionen Pi, Q\ in 
diesen Differentialgleichungen ist genau dieselbe wie die 
der Functionen P, Q in (32.). Addirt man endlich die 
Gleichungen, die sich aus den beiden Ausdrücken von Xz(,, ) 
und Yz,(,,2) durch Einsetzen der Werthe z =^ + ^ ergeben, 
paarweise, wobei die Glieder mit ungeraden Potenzen von 
c sich fortheben, so erhält man die Werthe von Lo und M2, 
die nach einfacher Zusummenziehung der Glieder lauten: 

ibc^a-b) d 

dx ' 



(41.) 



^ 2bcMa-b)(3b-4a)d^^H 
^ iz!' dx 



a 

a— 2bdH2 , C-' ., d«.-- ^ • , c« d» ,„ ^ 

^— d^ + ^j3a-2b)^,(X(c)-X(_c))+-ap(X(c)-X(..c)) 



C2 



-f- — (a-b) :j— j- 
2a dx dy 



(Y(c)-Y(_c)) . 



^ 3a2 dy a dy- ' 

a— 2bdH2 , c2 ,xd2 c^ d^ 

-T- ^ + ^ j3a-2b)^-(Y(c)-Y(-c))4- 4-d^,(Y(c)-Y(_o)) 



c* d2 

+ -(a-b);^ 
' 2a ^ ' dxdy 



(X(c)-X(-c)). 



Zu der Aufstellung dieser Gleichungen sind die Werthe 
von L] und Mi aus (31.) benutzt. Die Functionen L2 und 
M2 haben zwar kein directes Interesse, jedoch sind sie 
durchaus nothwendig zur Herleitung der Differentialgleichung 
für Hl , die sich durch Betrachtung der Glieder 2ter und 
3ter Ordnung der Kraft Zz ergeben wird. Die Summe 
dieser Glieder hat zum Ausdruck; 
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Nach der Gleichung (38.) hat man: 






d^Wi,» 



dy 



r-) 



woraus durch einmalige Integration folgt: 



dwa,4 
dz" 



.(a-b)(. 



dUg,:, dv2,:, 



dx 



+ 



dy 

-f N,. 



) - »/( 



Cl2wi,3 , d*^Wi,2' 



dx- 






dz 



Hier bedeutet N2 die wegen der Integration nach z 
hinzutretende Function von x, y. Substituirt man diesen 
Werth in den obigen Ausdruck, so geht derselbe über in: 






_i^ -^ 



d^wj, 



i'0--( 



d u«,s , dv,,. 



dx 



+ 



dy 



-)+N,. 



Ferner hat man nach (37): 

dx3 ^^'^"^ 



_bi^=:a 
dx 



// ^■- «-+" // "'-' 



{ff-^%-'+f 



dx3 



b^5^=za 



dy 



// 



(# 



d^Uo,i 



dy3 



dz2-f / 



dz2 4-b 



d^Wj, 



z I — : 

// 



dxdy2 

d L2 d P2 



dz2 -f (a — b) 



' dx 

d^vp ,! 
dx^dy 



dx 



dz2 4- (a— b) 



dQ. 



dx dy2 "" ' •/ dy2 "'"^ " dy dy * 

Die Buchstaben P2 und Qi bedeuten unbekannte Func- 
tionen von xy, welche durch die 2. Integration der Glei- 
chungen (37.) hinzugekommen. Durch Einsetzung dieser 
Werthe in den Ausdruck für Zz^(j^3) erhält man: 

d^^j^^^^+V*/ V~d^d^ 



(42.) 



p»)az.+ (a-b)/( 



+ 



d» 

dy 



d^Wi.a 
dx« "^ 

dPs , dQ 

+ 



dy2 J 



dz 



( 



dLj 
dx 



dy ^ V dx dy 

Setzt man hierin z = + c, wodurch die rechten Seiten 

Null werden, und zieht beide Gleichungen von einander 

ab, so fallen die Functionen Pj, Qi, N2 fort. Ferner giebt 



/ 



— ." •- • 



• ZZ. Ili. TUT Ift^ in- 



^- ZL T-^r-Ira: Zr^WTTrzZ., 



Jj 



Jh 



»-»• 



nii-in" 



in- 



"-^ » 












TKai r.^ 



»r r miirr-- 



ir 



I 






rs." 






r«- 



-irrTT iniii ^rf^r^:: -.:i>*r*;oi^ r-issanner.. sr 



(44) 



^9 

b(3a-2b)(38b-37a) ^,5 j j jh- M3a— 2b) ^^^ c^ ( 3a--2b) 
120a''' 6a ' ' I2a 

(sc ^ (X^<=)-^(-<^)) + |; ^(Y(c)-Y(_c))) . 

Wird hierzu der Werth: 
_bcMa-2b)»^^^^_ bcMa-^) c(a-2b)^ . 

' i2oa-^ 6a ^ ' a ^ 

addirt, so hat man den Beitrag der 3 Integrale in (42.). 

Derselbe ist: 

' 2bc5(a— b)(5b-7a) ^^^^ __ 2bc3(a^b) ^^^ c(a— 2b) 
I5a2 3a * ' a 

Schliesslich hat man noch den Summandus: 

rdL.2 , dMo"V 

-^(^ + -dy-J 
in (42.) zu berücksichtigen, welcher bei der betreffenden 

Subtraction den Werth: 

dU . dMs 

dy 
liefert. Dieser ist nach (41): 

_2bcHa-- b)(3b-4a) .^^^^ 2bc3(a-b) ^ c(a-2b) 

3ai' ' a a 

c» (3a— 2b) r d» ,^ ^ \ , d' ,xr ^7 ^ c' /- ds 
- UlT^ (X(c)^X(-c))+ -^p (Y(c)-Y(-c) j - - {^^^, 



' l d^ + -dy-J 



4a 



(X(c)-X,_c)) + jJVy(^(c)-Y(-c))) - ^'-%^ (d^(X(c)-X(-c)) 



Letzterer Ausdruck lässt sich, wenn man bedenkt, dass 

c3 c3(a— b) _c»(3a-2b) 
4 "^ 2a 4a 

ist, auch folgendermaassen schreiben: 

2bc5(a-b) (3b— 4a) 2bc3(a-b) ^ c(a— 2b) 

3a2 ' a ' a ^ 

c»(3a — 2b) /^d ,-_ _. , . d ,,^ ^^ \ 

- -V~ (S ' (X('=)-^(-=)) + -Jy 4Y(C)-Y(-C))j . 



;o 



Aviviirt man luerru ^44.^. so hat man alle Glieder 2ter 

uixi ^t^-r V'hxlmwg^ vier Kran Z.^ berücksichtigt, welche zu 

i^r IXnx^rrn^ vier Wexthe von Z .., in den Ebenen 2 =: 

• V cit^n IxitrAC ^nftem. Kese EHfferenz muss ver- 

^S^^- xi^^n. vU v;:;^ IVrr^e ^rer uryi ^rer Ordnung von Z^ 

vr vl.'C Fivr;^<^.'i ^ - c r^ci 4^ • ^löch XuB and. Bei 

a~i^ 









c I H* bcraus- Dieser 

A,.:>r:rlu::^ dr:r Differential- 
V: r!.~*ri ^ii^SrkanPte Function 
^.RC^.a^i^ r.^! die Form; 



*. --' 



* • 



/ -^ 



c^ ;5a — 2b I 
6a 



i 



^Xt;- 4L.V"^ 



■^v 



,x 



CV^ 



\. \ 



;x 



f :i 



\ 



z^ D 



^♦. •«. 



f ^" . .X,-X,_c-; 



♦ 



V^ *-~ v4r\r rrOT ^*.'r 



.« 



1 aii? 



^r- 



sub- 



. » . » . , •• 






xr::»»i:— u 



V 



> ^^ \ 



•^K ""^ ^^-^^ • ^ *. 



* - - f 



.,1^ auf der 



» « ^ 
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§V. 
Aufstellung der Nebenbedingungea für die Differential- 
gleichungen der Functionen P, Q, H, Pi, Qi, Hi. 

Nach einer im Paragraph I. gemachten Bemerkung 
dürfen die Randgleichungen (3.) b<^i der Herleitung der 
Nebenbedingungen nicht angewendet werden, da die 
vorstehenden Rechnungen nur mit Ausschluss der Rand- 
partie gelten. An Stelle dieser treten die Gleichungen (9.) 
und (11.) ein, in welche statt der rechtwinkligen Coordina- 
ten X, y krummlinige von der Art eingeführt werden sollen, 
dass die Randcurve der Platte in der einen Curvenschaar 
enthalten ist. Doch kann man auch überall Polarcoordina- 
ten anwenden, \V*eil ja die Randpartie ausgeschlossen wird. 
Allerdings tritt 'der Umstand ein, dass im letzteren Falle 
das Innere derjenigen Platten, welche von Curven begrenzt 
werden, die in verschiedenen Richtungen erheblich ungleiche 
Durchmesser besitzen, nicht vollständig betrachtet werden 
kann. Nimmt man z. B. an, dass die Platte von einer 
gestreckten Ellipse begrenzt werde und der Coordinaten- 
anfangspunkt im Mittelpunkt der Ellipse liegt, so würde bei 
Anwendung von Polarcoordinaten der Radiusvector kleiner 
bleiben müssen, als die kleine Achse. Dadurch fallen aber 
in Richtung der grossen Achse Stücke fort, von denen bei 
Benutzung elliptischer Coordinaten noch ein grosser Theil 
behandelt werden könnte. Dagegen würden bei einer 
Ellipse von geringer numerischer Excentricität mit Vortheil 
Kreiscoordinaten gebraucht werden. 

Es soll nun zur Leitcurve des.Schnittcylinders eine 
beliebige Curve derjenigen Schaar, welche die Randcurve 
in sich enthält, oder bei Anwendung von Polarcoordinaten 
ein Kreis gewählt werden. In diesem Falle wird bei der 
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Integration nach s die eine Coordinate constant bleiben 
und die Integrale in (9.) und (11.) werden Functionen 
dieser einen Coordinate, indem sich die andere durch die 
Integration herausgehoben hat. Da nun die rechten Seiten 
der Gleichungen (9.) und (11.) ebenfalls Functionen der- 
selben Coordinate sind, so erhält man hieraus Angaben für 
die Bestimmung der Constanten. Die erwähnten Gleichun- 
gen lauten, wenn man die Kräfte Xn, Yn, Zn durch Xx, Xy, 
Yy, Xz, Yz ausdrückt: 



(46.) 



//'(Xx cosj-f Xy cosiW^)dzds =: fo-f fi 
// (Yx cosJ-f Yy cos iHf) dz ds= go+gi 
// (Zx cos^ +Zy cos 31) dzds £z ho-f-hj . 



(47.) 



Sf 



SS 



[(yZx— zYx) cosy|-j-(yZy — zYy) cositf] dzds 
= Fo + Fl + F, 

// [(z Xx —X Zx) cos y| -f (z Xy —X Zy) cos M\ dz ds 

— Go + Gl -f G2 
[(xYx—yXx) cosy(-f (xYy— yXy)cosM] dzds 

— Ho + Hj. 

Setzt man aus (23.) die Glieder -2ter und -iter Ordnung 
der Kräfte Xx, Xy, Yy in die beiden ersten Gleichungen 
(46.) ein, so erhält man durch Ausführung der Integration 
nach / * 

/ m (-<-!+¥(--) 'S) ~- + Kl +af h«] 



00 



is 



2C 



/[Kl + i)'-^+(T<-^'I+¥<*-^)a^>°-]* 



2C 
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In gleicher Weise liefern die beiden ersten Gleichmigen 
(47.) Bedingungen für die Function H, wenn man die Glie- 
der der Ordnung — i und o für sich betrachtet. Die Werthe 
von Xz(_,^o) undYz(— ,,0) sind mit Zuziehung der Gleichungen 
(30-)» (31.)- 



2C 



Yz.(- 



,) ^ ?Ma:::b) ^^,_^,^ d(jH) ^ ^^^^ z±c ^ ^^^^ 



2C 
Z — C 



dy ' ^ ' 20 ■ ' ' 2c 
Hierzu hat man die Terme — 2ter und — iter Ordnung der 
Kräfte Xx, Xy, Yy zu nehmen, da sie in den genannten 
Gleichungen mit z multiplicirt vorkommen. Durch Ein- 
setzung dieser Werthe entstehen für H die Bedingungungs- 
gleichungen : 



/[( 



4b c3 d^H 8b(a— b)c3 d(JH)\ 



cos^ 



+( 



8b(a-b)c» 



3 dx dy 3a ^ dx J 

d^H , 4b(a— 2b)c3 d^H 8b(a- b)c3 d(JH)\ 



+ 



dy2 • 3a 

= Fo + ¥, 



dx2 



3a 



3a 

COS M I ds 



'] 



(49-) ' 



/[( 



- ^yV ((X(c)- X(-c)) cos J +(Y(c) — Y(_c)) 

cosiUf J ds 
8b(a— b)c3 d(JH) 



8b(a— b)c3 d*H 



3a 



4b(a->2b)c3 d^H 
3a dy2 

d2H\ 



I cosJ-j- j 



dx 
8b(a— b)c3 



3a 



3 a dx^ 

d^H) _ 4bc'^ 
dy ~y 



^^^cosi»/j ds zn Go -f Gl + c^x [(X(c)— X(-c)) cos J-f- 

(Y(c)— Y(— c)) cos M] ds. 

Aus den ßten Gleichungen (46.) und (47.) lässt sich 
noch je eine Bedingung für H und P, Q ableiten, wenn 
man die beiden niedrigsten Ordnungen der betreffenden 
Kräfte in Betracht zieht. Hierdurch entstehen die Glei- 
chungen : 

4 



<5o.) 
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y* r r u /dP , dQ\ 8bc(a— b) dP 4bc(a— 2b) 
{L'^^Hdj^+d^) — z-yÄ. — h — y 

^1 cos J 4- r^^-^^ X ^5 -f. 4^i(^=^ X ^ - ab cy 
dyj 'La <^y a dx ' 



3a 



c) 



— X(-c)) cosyi~|-(Y(c)--Y(_.c)) cosiV/ jds — vho +hi). 



Führt man die Glieder der 2 nächst höheren Ordnungen 
der Kräfte Xx, Xy, Yy, Xz, Yz in die Gleichungen (46.), 
(47.) ein, so ergeben sich in analoger Weise Nebenbedin- 
gungen für die Functionen Hi, Pi, Qi. In dieser Weise 
hat man fortzufahren, falls eine noch grössere Annäherung- 
gewünscht wird, um für die neu hinzutretenden unbekannten 
Functionen Nebenbedingungen zu erhalten. Auf die Ent- 
wicklung derselben soll jedoch verzichtet werden, da die 
Art und Weise, wie dieselbe vorzunehmen ist, aus dem 
Vorhergehenden ersichtlich ist und hier nur die Frage 
Interesse- hat, wie sich Nebenbedingungen für die unbe- 
kannten Functionen finden lassen. 

Schliesslich möge hier auf eine interessante Beziehung 
aufmerksam gemacht sein, welche zwischen den i n dieser 
Abhandlung ermittelten Werthen von g, tj, g und den For- 
meln (130.) im § 39 des Cleb'schen Lehrbuches der 
Elasticitätstheorie stattfindet. Um dieselbe nachzuweisen, 
hat man nur nöthig für §, tj, !^ aus den Gleichungen (24.) 
und (29.) die Ausdrücke : 

dH . 3a— 2b ,d(JH) 3a~2b d^Y z^dsp a— b 

^ -— ; P 2 f- - Z^ — ^ — - Z^ '■ '— 

* dx 6a dx 2a dx^ 2dy2 a 
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_ ^^dH 3a— 2b^.^d(JH) 3a— ab ^^d^Q zM^Q a-b 
^ ^ dy 6a dy 2a dy^ 2 dx* a 

d^P 
^^d^dy + ^^- 

^ ' 2a a Vax dy / 

zu nehmen. Da nach C leb seh die auf die Begrenzungs- 
ebenen wirkenden Kräfte und die Schwerkraft Null sein 
sollen, so hat man für H, P, Q, Hi nach (30.), (35.), (45.) 
die Differentialgleichungen ; 

±_ (a— b) -,-^ -f b -,— - -A (3 a— 4b) -,— — - m: O 

a ^ ^ dx2 ^ dy*-^ ' a ^-^ ^ ^dxdy 

4b . .. d2Q , ^ d2Q b ^ ^^ d'-^P 

AAHzizo JJHiizio. 

ac' x'^^+y'^ 
Setzt man H=: — 2fa— b^ ~Z — » ^^ ^' ^'^^ willkührjiche- 

Constante bedeutet, so genügt diese Lösung sowohl der 
Gleichung z/z/ H = o als auch den betreffenden Nebenbe- 
dingungen (49.) und (50.). Die rechten Seiten dieser Glei- 
chungen verschwinden nämlich, weil die Componente Z 
auch für die Mantelfläche Null sein soll. Die obige Lösung 
für H macht aber ebenfalls die linken Seiten gleich Null 
da die Integrale: 

/ cos A ds ; / cos M ds 

genommen über eine beliebige geschlossene Curve stets 

verschwinden. 

Die obigen Ausdrücke für g, rjy ^ gehen somit über in^ 
^ , a<:' X 3 a— 2b ^d2P z^ d2P a— b ^ d^Q 

^ 2 (a — b) 2 2a dx2 2 dy^ a dxdy 

+ z L, 
^ . ac' y 3a— 2b ^d2Q z2 d^Q a— b ^ d2P 



2 (a — b) 2 2a dx2 2 dx2 a dx dy 

+ z Ml 
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•(SO.) 



y* f r L /dP , dQ\ 8bc(a— b) dP 4bc(a— 2b) 
{r^Hdy + dxj-— ä— ^dx -. 

dQl „_ ^ , r8bc(a— b) dQ , 4bc(a— 2b) dP 



dy 



'] cos J + [ 



dx 



cos J -I- I '-" -' X -- ^ -f- "^ ''"" ^ X -.-^ — 2b cy 

dy a j- ^ 

Vdy+dx)]-^^} ''-="« 



/dP , dQ-^ 



8bca(a— b) /•/d(JH) 



/^ 



d(zlH) 



3a •, V dx cosJ+"-^i-^cos.lf)ds^c/((Xo 







— X(_c)) cos^-f (Y(c)--Y(_.c)) cosiV/ jds — ,ho -fhi). 



Führt man die Glieder der 2 nächst höheren Ordnungen 
der Kräfte Xx, Xy, Yy, Xz, Yz in die Gleichungen (46.), 
(47.) ein, so ergeben sich in analoger Weise Nebenbedin- 
gungen für die Functionen Hi, Pi, Qi. In dieser Weise 
hat man fortzufahren, falls eine noch grössere Annäherung- 
gewünscht wird, um für die neu hinzutretenden unbekannten 
Functionen Nebenbedingungen zu erhalten. Auf die Ent- 
wicklung derselben soll jedoch verzichtet werden, da die 
Art und Weise, wie dieselbe vorzunehmen ist, aus dem 
Vorhergehenden ersichtlich ist und hier nur die Frage 
Interesse» hat, wie sich Nebenbedingungen für die unbe- 
kannten Functionen finden lassen. 

Schliesslich möge hier auf eine interessante Beziehung 
aufmerksam gemacht sein, welche zwischen den i n dieser 
Abhandlung ermittelten Werthen von g, tj^ ^ und den For- 
meln (130.) im § 39 des Cleb'schen Lehrbuches der 
Elasticitätstheorie stattfindet. Um dieselbe nachzuweisen, 
hat man nur nöthig für §, rj, g aus den Gleichungen (24,) 
und (29.) die Ausdrücke : 

_. . ^,JH) ^a-2b .d2P z^d^P a— b 



dH . 3a— 2b ,d(JH) 3a -2b d^V z^d^P 

Z- [-^^ Z3 — . Z2 ■ 



dx 



6a 



dx 

d^Q 

dxdy 



2a 



dx3 



2dy' 



-f zLj. 
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dH , 3a— 2b ,d(JH) 3a— 2b ,d2Q z^ d^Q a-b 

n :=zQ — z -z -2- — z-* — ^, Z^ -r—r ^ 

' dy oa dy 2a dy^ 2 dx^ a 

dsp 

' 2a a \dx ' dy/ ' 

zu nehmen. Da nach C leb seh die auf die Begrenzungs- 
ebenen wirkenden Kräfte und die Schwerkraft Null sein 
sollen, so hat man für H, P, Q, Hi nach (30.), (35.)» (45-) 
die Differentialgleichungen; 

4b , ^, d-T , ^ d2P b , ^, d2Q 

-- (a— b) -j— - + b -,-- 4- (3a— 4b) -^-^~- --^ o 
a ^ ^ dx-^ ' dy^ ' a ^^ ^ ^dxdy 

a- (^^^) d?- + ^ -d?^- + a (3--^^) d^dy "" ^ 

JJHzuo JzlHiiiio. 
ac' x^+y'"* 
Setzt man H = — 2fa — b^ ~~d — ' ^^ ^' ^'^^ willkührjiche 

Cönstante bedeutet, so genügt diese Lösung sowohl der 
Gleichung //z/H = o als auch den betreffenden Nebenbe- 
dingungen (49.) und (50.). Die rechten Seiten dieser Glei- 
chungen verschwinden nämlich, weil die Componente Z 
auch für die Mantelfläche Null sein soll. Die obige Lösung 
für H macht aber ebenfalls die linken Seiten gleich Null 
da die Integrale: 

/ cos A ds ; / cos M ds 

genommen über eine beliebige geschlossene Curve stets 
verschwinden. 

Die obigen Ausdrücke für g, rj, C, gehen somit über in^ 

^ , ax:' X 3 a— 2b ^d2P z2 dsp a— b , d^Q 

g zz: P + z — — ^ z2 — — — z2 ~-^ 

1 ^ /« u\ ^ 2a dx2 2 dy-^ a dxdy 

+ z L, 
^ = O 4.Z - ^ 3a-2b d^Q z2d^Q a-b d^P 
' ^ "^ 2(a— b) 2 2a dx2 2 dx^ a dxdy 

+ z M, 
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(a-b) 
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